
ни бажарайлик' (45-§). Натижада текисликнинг цар бир М (х ,  у) 
нуцтаси шундай М' (X, У) нуцтага утадики, улар учун

Р №  =  к~РМ (19)
булади, бунда М М ’ т} рри чизиц Ох уккн перпендикуляр ва 
Р  _  М М '  П Ох, М ,  М' ,  Р  нуцталар бир хил абсциссага эга ва 
Р ^ О х  булгани учун (19) муносабат координаталарда ушбу куриниш­
да булади:

( х ’- х )  7 + { у — о) 7 -  к [(х -  + 1 4 -  о)7]

ёки
[х =  Х

1 V Г(*){, = — У. Л >
I *

Текисликни к -  — коэффициент билан Ох уцца цисишда (18) 
а

айланага мсс келган чизицнинг тенгламасини топиш учун (*) дан 
х, у  нинг! кийматларини (18) га цуямиз:.

X 2 , У2 .  х 2] . У2 .
------1------=  1 е к и ------- Ь =  1.
| а 2; — - к2а* а2 Ь2

Бу тенглама ярим уцлари а, Ь булган эллипсни ифодалайди. > айла- 
нани диаметрига цисиш алмаштиришида айлана эллипсга алмашинади.

Турри чизицца цисиш аффин алмаштириш булгани учун хар цан­
дай эллипсни бкрор айлананинг аффин образи деб караш мумкин. ▲

М и с о л .  х2 +  г/2 = 1 6  айланани Ох уцца цисиш натижасида
у  2 . |

------г  — =  1 эллипс хссил булган. Кисиш коэффициентиниЦ топинг.
Ь 3

Е ч и ш .  Эллипс тенгламасидан: а =  4, 6 — 3, к =  — =  — .
а 4

49-§. Гипербола

1. Т а ъ р и ф  и, к а н о н и к  т е н г л а м а с и .  Текисликда цар бир 
нуцтасидан фокуслар  деб аталувчи берилган икки Р г, Р2 нуцтагача 
булган масофалар айирмасининг абсолют циймати берилган кесма 
узунлигига тенг булган барча нукталар туплами гипербола деб ата­
лади.

Г ипербола таърифидаги берилган кесма узунлигини 2 а (а >  0) би­
лан, фокуслари орасидаги масофани 2 с (с >  0) билан белгилаймиз. 

Албатта
2 а < 2 с .  (*)х

1 Учбурчак цоидасига кура икки томон айирмаси учипчи томондан кичик. 
Биз а =  0 ва а — с дан иборат «айниган» доллар ни карамаймиз.
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Гиперболадаги М  ну^та- 
нинг Р 2 гача масофалари 
унинг фокал радиуслари де­
йилади ва г г, г2 билан белги­
ланади, яъни
г г =  р (Ри М),  г2 =  Р {Р2, М).

Гиперболанинг таърифига 
биноац

\г, — г21 =  2 а. (20)
(20) тенглик факат гипербола- 
дч. ётган М  нуцталар учунги- 
на уринли. Бу тенгликни ко- 
ординаталарда ёзамиз. Бунинг 
учун декарт реперини эллипс 

билан иш курганимиздек килиб танлаймиз (135-чизма).
Фокуслар орасидаги масофа р (Рх, Р 2) =  2 с булгани учун олин­

ган реперга нисбатан Р х (с, 0), Р 2(— с, 0). Шу реперга нисбатан 
гиперболадаги ихтиёрий М  нуктанинг координаталарини х, у  билан 
белгилайлик: М (х, у).  У :^олда

г х =  У ( х  — <̂ 2 +  у 2 , г2 - У ( х  +  с)2 у -  (21)
булиб, (20) ва (21) дан

Iу ( х  —  с)2 +  у 2 — У ( х  +  С)2 +  У2 1 =  2 а
ёки

135- чизма

г! — г2 =  ±  2 а -̂ =>- У ( х  — с)2 +  у 2 — У(х.  +  с)2 +  У1 =  ±  2 а. (22)
Гиперболани ифодаловчи (22) тенгламани соддарок куринишга кел- 
тирайлик. (22) дан:

У ( х  — с)2 ■■у' - — 2 и ; I и  г  . г  - у  

Бу тенгликнинг иккала томонини квадратга кутариб, соддалаштира-
миз:

±  а [ (х +  с)2 -  у 2 =  сх — а2.
Бу тенгламани яна квадратга кутариб, сунгра соддалашгирсак, 

(с2 — а2) х 2 — а2у 2 =  а2(с2 — а2). (23)
а - < с * ■ с2 — а2 >  0; бу айирмани Ь2 билан белгилаймиз:

Ь2 =  с2 — а 2.  (24)
У холда (23) муносабатдан ушбу содда тенгламага келамиз:

(25)___ V*. =  !
аз №

Демак, гипербола иккинчи тартибли чизикдир. (25) тенглама гипер­
болани ифодаловчи (22) тенгламанинг иатижаси, шунга кура коор-
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динаталари (22) тенгламани цаноатлантирадиган хар бир М  (х , у) 
нуцта (25) тенгламани хам цаноатлантиради.

Энди бунинг тескарисини исбот цилайлик. М , (хп у г) (25) ни 
цаноатлантирувчи ихтиёрий нуцта булсин, яъни

„2 11 УI

М , нуцтанинг Р х, Р 2 фокуслардан масофалари:

Г1 =  ] / ( ^ 1  — с)2 +  ^  , г2 — ) / (д^ +  с)2 +  г/2 . (27)

(26) тенгликдан у \  =  —  (ху— а 2). Бу цийматни (27) тенгликларга 

цуйиб, Ь2 =  с'- — а2 муносабатни эътиборга олсак,

1̂ =  ±  — а) ,  (28)

=  ±  *1 +  о ) (29)

тенгликларга эга буламиз, г ,, г 2 мусбат сонлар, шунга кура кавсллр 
олдидаги ишораларни шундай танлаш керакки, (28) ва (29) тенглик- 
ларнинг унг томонлари цам мусбат булсин. (26) дан ^  |х,| > о .  Бун-

С ' ^
дан ташцари, с > а = > — > 1 .  У холдг, агар х ^ ^ а  булса, — х , — 

а а

— а >  0 ва —х 1 +  а >  0 булиб, (28) ва (29) тенгликлардаги цавс- 

ларни +  ишора билан оламиз, яъни

г г =  — х х — а, г2 =  - х 1 +  а. (30)
а а

с сБулардан г х — г2 =  — хх — а -------х, — а =  — 2 а\ х л <  — а булса,
а а

с с
— х х — а с  0 ва — х х -\-а  <  0 булиб, (28), (29) тенгликлардаги кавс- 
■а а
ларни — ишора билан оламиз, яъни 

булардан

С С
г л =  а -------х х, г2 =  — а ------- хх;

а а

с с
г х — г 2 =  а ------ х х + а - 1----- х1 =  2а .  (31)

а а

Демак, (25) тенгламадан (22) тенглама келиб чицади. Шундай ки­
либ (25) тенглама гиперболанинг тенгламасидир. (25) тенглама ги- 
перболанинг каноник тенгламаси дейилади.

(30) ва (31) тенгламалардан цуйидаги натижа келиб чицади: гипер- 
боладаги ихтиёрий М  (х, у) нуцтанинг г1; г 2 фокал радиуслари 
унинг х  абсциссаси орцали
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х :> 0 булганда г х =  — х, —  а, г , =  —  х +  а, (32)
а ' а !

х  <  0 булганда г, =  а ----- - х ,  г 2 =  — а ------ х  (33)
а а

куринишлардэ чизицли ифодаланади.
М и с о л .  Гиперболанинг 0), Р 2 {— 10, 0) фокусларини ва

нуцталаридан бири Л (12, 3 | / 5 )  ни билган холда унинг тенглама­
сини тузинг.

Е ч и ш .  Бу ерда

=  р ( Р г, А) =  У Т П З  =  У  49 =  7, 

г2 =  р (Р2, А) =  У 484 +  45 =  У 529 =  23.
|7 — 231 =  2 а =>- а =  8.

Гипербола учун Ъ2 =  с2— а 1 =  100 — 64 =  Зб=^Ь =  6. Демак,

—  =  1
64 36

2. Г и п е р б о л а  ш а к л и .  Гиперболанинг

а  _  у!  ]
02 Ь " -

тенгламасига асосланиб унинг шаклини аниклаймиз.
Эллипс тенгламаси устида олиб борилган муцокамаларни такрор- 

лаб гиперболанинг координаталар боши, координата укларига нисба­
тан симметриклиги аницланади.

Гипербола Ох уцни Л, (а, 0) ва Л2(— а, 0) нуцталарда кесади.
(25) тенглама билан аницланган гипербола Оу  уц билан кесишмайди.

«2
Хакицатан (25) тенгламага х =  0 ни ц у й с ак ,------- =  1. Равшанки,

ь2
бу тенглик хациций сонлар соцасида уринли булмайди.

Л,, Л2 нуцтулар гиперболанинг учлари дейилади. Шундай цилиб, 
гиперболанинг иккита учи бор экан. Гиперболанинг учлари орасида­
ги масофа унинг хса^щий уки дейилади.

Ординаталар уцида О дан Ь масофада турувчи В х (О, Ъ) ва В 2 (О,
— Ъ) нуцталарни белгилаймиз. В 1В 2 =  2 Ь ни гиперболанинг мавхцм 
уки дейилади.

Агар М (х, у) нуцта гиперболада ётса, унинг учун (25) тенгла- 
мадан: |х| >  а. Демак, х =  +  а турри чизиклар билан чегараланган
— а <  х < а  полосада гиперболанинг нуцталари йуц.

(25) тенгламани у  ординатага нисбатан ечамиз:

у = ±  - У х 2 - а *  . (34)
а

Бу тенгламадан куринадики, х мицдор а дан + оо  гача ортганда ва
— а дан — оо гача камайганда у  мицдор — оо <  у  <  +  оо оралик-
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даги кийматларни кабул килади. Демак, гипербола икки кисмдан 
иборат булиб, улар гиперболанинг тармоклари дейилади.

Гиперболанинг бир (унг) тармоги х >  а ярим текисликда, иккин­
чи (чап) тармоги х < — а ярим текисликда жойлашган.

Э с л а т м а .  Агар гиперболанинг фокуслари ординаталар уцида жой-
„ 1>2 д-2

лашган булса, унинг каноник тенгламаси ----- - =  1 куринишда бу-
а2

лади.
3. Г и п е р б о л а  а с и м п т о т а л а р и .  Гиперболанинг шаклини яна 

хам аниьфок тасаввур цилиш ма^садида текис (ясси) чизикнинг1 
асимптотаси тушунчасини киритамиз.

Т а ъ р и ф .  Агар М ^ Г  нуцта шу Г чизик буйлаб ^аракатланиб 
борганида унинг и тугри чизи^кача булган масофаси нолга иитилса, 
тугри чизи^ Г чизикнинг асимптотаси дейилади.

— ь Ь х2 I/*Т е о р е м а .  у  -=■ — х, у  — —  — х тигри ч и з и к л а р ------------ =
а а а2 Ь2

=  1 гиперболанинг асимптоталаридир.
И с б о т .  Гипербола координата укларига нисбатан симметрик бул­

гани учун гиперболанинг биринчи чоракдаги цисминигина олиш етар­
ли. Шу максадда х а да гиперболанинг биринчи чоракдаги н^исми- 
ни ани^лайдиган

У =  -  — К * 2 — а2 (35)
и

тенглама билан

У =  — а: а

Ь. тенгламани солиштирьмиз. у  — — х тугри чизи^ координаталар

(26)

бошидан утади ва бурчак коэф­
фициенти к — —  . 136- чизмада 

а
тугри чизикнинг биринчи чорак­
даги (' лаги тасвирланган булиб, 
унда ОА =  а , АВ  =  Ь. Гипербо-

ь
ла ва у  =  — х тугри чизи^да мос

а
равишда жойлашган бир хил абс- 
циссали М ( х ,  у), Ы(х, V) нук- 
таларни цараймиз. Бу икки нук­
танинг мос ординаталари:

у ---- Ь — У х 2 — а1 , V =  — х
и а

1 Барча нуцталари битта текисликда ётган чизи^ текис (ясси) чизик, деб ата­
лади.
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булади. МЫ кесманинг узунлигини хисоблаймиз:

ёки У ■ 

У -

гки

■ у >  0, демак, р (М , Ы) =  У — у .  Лекин

■У =  — (х — У~х?-а

у - у

(х—Ух* — а*)(х- 
а х +  У х2^

аЬ

Ух* — &)
а2

■ +  Ух^ — а2
Гиперболадаги М  нуктадан (36) турри ч и зи ^ а  туширилган пер- 

пендикулярнинг асоси Р  булсин, у холда

Р (М, Р ) < р ( М ,  Ы ) ^ р  (М, Р ) < --------. .
х + у  х—  а2

ифодани текширайлик. Унинг махражи чексиз
..  аЬ п т  -------х ♦+«, х + у  X*

ортиб борувчи икки мусбат цушилувчининг йириндисидан иборат бу­
либ, сурати эса узгармас аЬ ми^дордир, демак,

Пт аЬ
х  +  У х г — а2

=  0 .

У холда
р(М,  Р ) < р { М ,  Ы) дан р(М,  Р ) —> 0.

Демак, гиперболадаги М  нук­
та гипербола буйича ^аракат- 
ланиб, унинг учидан етарлича 
у'ю^лашса, М  нуктадан (36) 
турри чизи^кача булган масо­
фа нолга интилэди. Юкоридл- 
ги таърифга кура гипербола­
нинг царалаётган ^исми учун 
(36) турри чиз1щ асимптота 
булади.

Гиперболанинг координат?, 
укларига нисбатан симметрик- 

Ьлигидан у  — -------х турри чи-
а

зи^ х;ам гиперболанинг асимп- 
тотасидир. Шундай ^илиб,

I =  — х, у  = ----- х  (37)
а а

тенгламалар билан ани^ланадиган тугри чизиклар гиперболанинг 
асимптоталэридир (137-чизма).

М и с о л. Асимптоталари 2 х  - -  у  — 0, 2 х  +  у  =  0 тенгламалар 
билан берилган ва фокуслари марказдан 5 бирлик масофада булган 
гиперболанинг каноник тенгламасини тузинг.

137- чизма
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ёзиб олсак цамда (37) тенгламалар билан солиштирсак, —-----2 ёки
а

Ь =  2 а  булади. Фокуслар марказдан 5 бирлик масофада булгани 
у ч у н  с =  5 булиб, Ь2 =  с2 — а 2 тенгликдан фойдалансак, 4 а 2 =  25 —
— а2, бундан а2 =  5, а =  У  5 , у холда Ь — 2 \ о . Шуларга асосан 
гиперболанинг изланаётган тенгламаси:

5 20

4. Т е н г  т о м о н л и  г и п е р б о л а .  Ярим уцлари тенг булган 
гипербола тенг томонли деб аталади.

------  —  =  1 тенгламада а =  Ь булганда:
а 2 ь*

х 2 — у 2 =  а2. (38)
Тенг томонли гипербола асимптоталарининг тенгламалари у  =  х, 

</= — х куринишда булиб, улар узаро перпендикуляр {кхкг =  — 1). 
Бу асимптоталарни янги координата уцлари сифатида цабул цилсак, 
тенг томонли гипербола тенгламаси урта мактаб курсида к\'рилади- 
ган ихчам ху  =  а куринишни олади.

^ацицатан, Ох уц учун у  =  — х асимптотани, Оу  уц учун эса
—̂

у  х  асимптотани олсак, у цолда ф =  ( I , V) =  — 45°.
Эски х, у  координаталар дан янги координаталарга утиш форму* 

лаларидан (II боб, 19-§):
_  у ' - х ' +  у '

у Т  ’ • у т
с*нди х, у  координаталардан х ' , у '  га утсак, тенг томонли ги­

перболанинг янги тенгламасини хосил циламиз:
, , а2 , а2

х у  - — еки у  =  —  .
* 2 2х

М и с о л .  ху  =  2 гипербола тенгламасини каноник куринишга 
келтиринг.

Е ч и ш .  Координаталар бошини цузгатмаган цолда координата 
уцларини +  45° бурчакка бурамиз:

х =  х' соз 45° — у '  зш 45° =  (х' — у'),

у  — х' зш 45° -У-у' соз 45° =  — (х ' +  у'),  

х, у  нинг бу цийматларини ху  =  2 тенгламага цуямиз:

Ц - ( х ' - у ' ) - Ц - { х '  + у ’) =  2. 

Соддалаштиргандан сунг, ушбу каноник тенглама хосил булади: 
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х'2 — у'2 =  4.
5. Э к с ц е н т р и с и т е т .  Гиперболанинг фокуслари орасидаги 

масофани хациций уцининг узунлигига нисбати гиперболанинг экс­
центриситета дейилади.

Эксцентриситетни эллипсдагидек е харфи билан белгиласак.
2 с с
2 а а

Гиперболада с >  а => е >  1.
Эксцентриситет гипербола шаклини аницлашда муцим роль уй-

найди. Хацицатан хам, е —  дан < еа, буни Ь2 — с2 аг га

цуйсак, Ь2 =  а2(е~— 1) ёки — =  ] / е2— 1 булиб, бундан куринади­

ки, эксцентриситет е цанчалик
кичик, яъни е ->  1 булса, —

а
Ь пшунчалик кичик, яъни ------ О
а

булади (бу ерда а узгарм,|йди 
деб фараз цилинади) ва ги­
пербола узининг цациций уци- 
га сицилган булади, аксинча,
е катталашиб борса, — хам 

а
катталашиб, гипербола тармоц- 
лари кенгайиб боради. 138- 
чизмада у ,. у 2, у3 гипербола- 
лар тасвирланган булиб, улар­
нинг е1, е2, е3 эксцентриси- 
тетлари учун ех <  е2 <  е3. 

М и с о л .  Тенг томонли гиперболанинг эксцентриситетини цисоб- 
ланг.

Е ч и ш .  Тенг томонли гиперболада а =  Ь булгани учун Ь2 — с2 - -
— а2 дан с2 — 2 а 2, бундан с \ г 2 а. У цолда эксцентриситет:

У Т а
= У 2 .

6. Г и п е р б о л а н и н г  ф о к а л  р а д и у с л а р и .  (25) гипер- 
боладаги ихтиёрий М  (х, у) нуцтанинг фокал радиуслари х >  0 бул­
ганда (32) формулалир орцали ва х <  0 да (33) формулалар орцали
ифодаланар эди. —  =  е эканини эътиборга олсак, бу формулалар

а
ушбу куринишни олади:

х > 0  булганда г х =  ех — а, г 2 — ех +  а, (39)
х  <  0 булганда г х =  а — ех, г 2 =  — а  — ех. (40)
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139- чизма

а* (А
тенгламаси буйича гиперболани ясаш масаласини ^арайлик. Аввало 
бу тенглама буйича унинг А х (а, 0), А 2 {— а, 0) учларини ва с-
— а2 =  Ь'1 муносабатдан фойдала- 
Н1-6 Р Х(С, 0), Р 2 ( - С ,  0) фо- 
кусларини топамиз. /•, фокусни 
марказ цилиб, ихтиёрий г х радиус­
ли гх) айлана, Р 2 фокусни 
марказ килиб, г.  г, +  2 а ра­
диусли 5  (Р2. г 2) айлана чизамиз.
Бу икки айлананинг кесишган 
ну^талари гиперболада ётади, 
чунки бу ну^талар учун

| г 2 — гх ] =  | гх +  2 а — гх\ =  2а.
Марказларнинг уринлари алмаш- 
тирилса, гиперболанинг яна икки 
нуктаси хосил булади. Шундай 
цилиб, г х нинг ^ар бир янги к>ий- 
мати буйича гиперболанинг турт- 
та нуктасини ясаш мумкин.

Шу усулда етарлича нукталарни ясаб, уларни туташтирсак, ги­
перболанинг шакли 1 3 9 -чизмадагидек тахмин к,илинади.

50- §. Парабола

1. Т а ъ р и ф и .  К а н о н и к  т е н г л а м а с и .  Текисликда >,ар бир 
нуктасидан берилган нук,тагача ва берилган тугри чизи^цача булган 
масофалари узаро тенг булган барча ну^талар туплами парабола деб 
аталади. Берилган нукта берилган турри чизикда ётмайди деб оли­

нади. Берилган нуцта парабо­
ланинг фокуси, берилган турри 
чизик, эса параболанинг дирек - 
трисаси дейилади.

Параболанинг фокуси ва ди- 
ректрисасини мос равишда Р  ва 
<1 билан, фокусдан директрисага- 
ча булган масофани р  билан бел­
гилаймиз. Таърифдан фойдаланиб, 
парабола тенгламасини келтириб• 
чицарайлик: бунинг учун декарт 
реперини ^уйидагича танлаймиз: 
абсциссалар уци деб Р  нуктадан 
утувчи ва й турри чизи^ка пер­
пендикуляр булган тугри чизи^- 

140-чизма ни кабул киламиз, унинг мусбат

7. Г и п е р б о л а н и  я с а ш .  Декарт реперида

У

Г м

-т
1 \

/ 1 \
N 0 Г Р х

147


